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(1) (PACA + PBDB) = (2 · (PQSQ + PPRP )) , by the statement

(2) (PACA + PBDB) = ((2 · PQSQ) + (2 · PPRP )) , by algebraic simplifications

(3)

(PACA + PBDB) =

„„

2 ·

„„

PQDQ +

„

1

2
· ((PQAQ + (−1 · PQDQ)) + (2 · PDDA))

««

+

„

−

1

4
· PDAD

«««

+ (2 · PPRP )

«

, by Lemma 33 (point S eliminated)

(4)

(PACA + PBDB) =

„„

2 ·

„„

PQDQ +

„

1

2
· ((PQAQ + (−1 · PQDQ)) + (2 · 0))

««

+

„

−

1

4
· PDAD

«««

+ (2 · PPRP )

«

, by geometric simplifications

(5) (PACA + PBDB) =

„„

(PQDQ + PQAQ) +

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (2 · PPRP )

«

, by algebraic simplifications

(6)

(PACA + PBDB) =

„„

(PQDQ + PQAQ) +

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

2·

„„

PPCP +

„

1

2
·((PPDP +(−1·PPCP ))+(2·PCCD))

««

+

„

−

1

4
·PCDC

««««

, by Lemma 33 (point R eliminated)

(7)

(PACA + PBDB) =

„„

(PQDQ + PQAQ) +

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

2·

„„

PPCP +

„

1

2
·((PPDP +(−1·PPCP ))+(2·0))

««

+

„

−

1

4
·PCDC

««««

, by geometric simplifications
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(8)

(PACA +PBDB) =

„„

(PQDQ +PQAQ)+

„

−

1

2
·PDAD

««

+

„

(PPCP +PPDP )+

„

−

1

2
·PCDC

«««

, by algebraic simplifications

(9)

(PACA + PBDB) =

„„„„

PQDB +

„

1

2
· (PQDC + (−1 · PQDB))

««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by Lemma 29 (point Q eliminated)

(10)

(PACA + PBDB) =

„„„„

PBDQ +

„

1

2
· (PCDQ + (−1 · PBDQ))

««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by geometric simplifications

(11)

(PACA + PBDB) =

„„„„„

1

2
· PBDQ

«

+

„

1

2
· PCDQ

««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by algebraic simplifications

(12)

(PACA + PBDB) =

„„„„„

1

2
·

„

PBDB +

„

1

2
· (PBDC + (−1 · PBDB))

«««

+

„

1

2
· PCDQ

««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by Lemma 29 (point Q eliminated)

(13)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

4
· PBDC

«

+

„

1

2
· PCDQ

««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by algebraic simplifications
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(14)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

4
· PBDC

«

+

„

1

2
·

„

PCDB +

„

1

2
· (PCDC + (−1 · PCDB))

««««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by Lemma 29 (point Q eliminated)

(15)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

4
· PBDC

«

+

„

1

2
·

„

PBDC +

„

1

2
· (PCDC + (−1 · PBDC))

««««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„

(PPCP + PPDP ) +

„

−

1

2
· PCDC

«««

, by geometric simplifications

(16)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+ PQAQ

«

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by algebraic simplifications

(17)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„

PQAB +

„

1

2
· (PQAC + (−1 · PQAB))

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by Lemma 29 (point Q eliminated)

(18)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„

PBAQ +

„

1

2
· (PCAQ + (−1 · PBAQ))

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by geometric simplifications

(19)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

2
· PBAQ

«

+

„

1

2
· PCAQ

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by algebraic simplifications
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(20)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

2
·

„

PBAB +

„

1

2
· (PBAC + (−1 · PBAB))

«««

+

„

1

2
· PCAQ

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by Lemma 29 (point Q eliminated)

(21)

„

PACA +

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

4
· PBAC

««

+

„

1

2
· PCAQ

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by algebraic simplifications

(22)
„

PACA +

„

3

4
·PBDB

««

=

„„„„„

1

2
·PBDC

«

+

„

−

1

4
·PCDC

««

+

„„„

1

4
·PBAB

«

+

„

1

4
·PBAC

««

+

„

1

2
·

„

PCAB +

„

1

2
·(PCAC +(−1 ·PCAB))

«««««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by Lemma 29 (point Q eliminated)

(23)
„

PACA +

„

3

4
·PBDB

««

=

„„„„„

1

2
·PBDC

«

+

„

−

1

4
·PCDC

««

+

„„„

1

4
·PBAB

«

+

„

1

4
·PBAC

««

+

„

1

2
·

„

PBAC +

„

1

2
·(PACA +(−1 ·PBAC))

«««««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by geometric simplifications

(24)

„„

3

4
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+ (PPCP + PPDP )

«

, by algebraic simplifications
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(25)

„„

3

4
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„

PPCA +

„

1

2
· (PPCB + (−1 · PPCA))

««

+ PPDP

««

, by Lemma 29 (point P eliminated)

(26)

„„

3

4
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„

PACP +

„

1

2
· (PBCP + (−1 · PACP ))

««

+ PPDP

««

, by geometric simplifications

(27)

„„

3

4
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

2
· PACP

«

+

„

1

2
· PBCP

««

+ PPDP

««

, by algebraic simplifications

(28)

„„

3

4
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

2
·

„

PACA +

„

1

2
· (PACB + (−1 · PACA))

«««

+

„

1

2
· PBCP

««

+ PPDP

««

, by Lemma 29 (point P eliminated)

(29)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

4
· PACB

«

+

„

1

2
· PBCP

««

+ PPDP

««

, by algebraic simplifications
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(30)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

4
· PACB

«

+

„

1

2
·

„

PBCA +

„

1

2
· (PBCB + (−1 · PBCA))

««««

+ PPDP

««

, by Lemma 29 (point P eliminated)

(31)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

4
· PACB

«

+

„

1

2
·

„

PACB +

„

1

2
· (PBCB + (−1 · PACB))

««««

+ PPDP

««

, by geometric simplifications

(32)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+ PPDP

««

, by algebraic simplifications

(33)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„

PPDA +

„

1

2
· (PPDB + (−1 · PPDA))

««««

, by Lemma 29 (point P eliminated)

7



(34)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„

PADP +

„

1

2
· (PBDP + (−1 · PADP ))

««««

, by geometric simplifications

(35)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„

−

1

2
· PDAD

««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„„

1

2
· PADP

«

+

„

1

2
· PBDP

««««

, by algebraic simplifications

(36)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
·PBDB

««

=

„„„„„

1

2
·PBDC

«

+

„

−

1

4
·PCDC

««

+

„„

1

4
·PBAB

«

+

„

1

2
·PBAC

«««

+

„

−

1

2
·PDAD

««

+

„„„

1

2
·PACB

«

+

„

1

4
·PBCB

««

+

„„

1

2
·

„

PADA +

„

1

2
· (PADB + (−1 · PADA))

«««

+

„

1

2
· PBDP

««««

, by Lemma 29 (point P eliminated)

(37)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
·PBDB

««

=

„„„„„

1

2
·PBDC

«

+

„

−

1

4
·PCDC

««

+

„„

1

4
·PBAB

«

+

„

1

2
·PBAC

«««

+

„

−

1

2
·PDAD

««

+

„„„

1

2
·PACB

«

+

„

1

4
·PBCB

««

+

„„

1

2
·

„

PDAD +

„

1

2
· (PADB + (−1 · PDAD))

«««

+

„

1

2
· PBDP

««««

, by geometric simplifications
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(38)

„„

1

2
·PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„„„

1

4
· PADB

«

+

„

−

1

4
· PDAD

««

+

„

1

2
· PBDP

««««

, by algebraic simplifications

(39)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„„„

1

4
·PADB

«

+

„

−

1

4
·PDAD

««

+

„

1

2
·

„

PBDA +

„

1

2
·(PBDB +(−1 ·PBDA))

««««««

, by Lemma 29 (point P eliminated)

(40)

„„

1

2
· PACA

«

+

„

3

4
· PBDB

««

=

„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„„„

1

4
·PADB

«

+

„

−

1

4
·PADA

««

+

„

1

2
·

„

PADB +

„

1

2
·(PBDB +(−1 ·PADB))

««««««

, by geometric simplifications

(41)

„„

1

2
·PACA

«

+

„

1

2
· PBDB

««

=

„„„„

1

2
· PBDC

«

+

„

−

1

4
· PCDC

««

+

„„

1

4
· PBAB

«

+

„

1

2
· PBAC

«««

+

„„„

1

2
· PACB

«

+

„

1

4
· PBCB

««

+

„„

1

2
· PADB

«

+

„

−

1

4
· PADA

««««

, by algebraic simplifications
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(42)

„„

1

2
· (2 · (AC · AC))

«

+

„

1

2
· (2 · (BD · BD))

««

=

„„„„

1

2
· (((BD · BD) + (CD · CD)) + (−1 · (BC · BC)))

«

+

„

−

1

4
· (2 · (CD · CD))

««

+

„„

1

4
· (2 · (BA · BA))

«

+

„

1

2
· (((BA · BA) + (AC · AC)) + (−1 · (BC · BC)))

«««

+

„„„

1

2
· (((AC · AC) + (BC · BC)) + (−1 · (BA · BA)))

«

+

„

1

4
· (2 · (BC · BC))

««

+

„„

1

2
· (((AD · AD) + (BD · BD)) + (−1 · (BA · BA)))

«

+

„

−

1

4
· (2 · (AD · AD))

««««

, by geometric simplifications

(43) 0 = 0 , by algebraic simplifications

1
0



Q.E.D.

There are no ndg conditions.

Number of elimination proof steps: 14

Number of geometric proof steps: 42

Number of algebraic proof steps: 160

Total number of proof steps: 216

Time spent by the prover: 0.008 seconds
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